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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ & 
ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ ΚΑΙ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ  (10/06/2019) 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1.α) Σχ. βιβλίο σελ. 15 

     β) Σχ. βιβλίο σελ. 35 

 
Α2. Σχ. βιβλίο σελ. 142 

 
Α3. Σχ. βιβλίο σελ. 135 

Α4. α) Λάθος  

          Αιτιολόγηση: Σχόλιο, σελ.134 σχολ.βιβλίου 

       β) Λάθος  

           Αιτιολόγηση: Το όριο της f καθώς το χ τείνει στο x0 µπορεί να υπάρχει και να µην είναι 

ίσο µε την τιµή της f στο x0 (Σχήµα 39(β), σελ. 40). Θα ίσχυε αν η f ήταν συνεχής στο x0. 

 

Α5. Σωστή απάντηση : γ           ( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 3 4f x dx f x dx f x dx f x dx
β γδ δ

α α β γ

⎛ ⎞
= + + = − + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫  

 

ΘΕΜΑ Β 

−= +xf(x) e λ  
 
Β1.  lim ( )

x
f x

→+∞
 = 2  ⇔  lim

x→+∞
(e− x + λ) = 2 ⇔ λ = 2  

                       διότι      lim
x→+∞

e− x = lim
x→+∞

1
ex = 0 (αϕού lim

x→+∞
ex = +∞ ) 

 
Β2. για λ = 2 :   f (x) = e− x + 2, Df = R  

     f(x) – x = 0  ⇔ 2 0xe x− + − =  
    
Έστω [ ]( ) 2 , 2,3xg x e x x−= + − ∈  
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Η g είναι συνεχής στο [ ]2,3  ως άθροισµα εκθετικής και πολυωνυµικής  

2(2) 0g e−= >  και 3(3) 0, (2) (3) 0g e ό g gοπ τε−= < ⋅ <  

Άρα, από θεώρηµα Bolzano, η εξίσωση g(x) = 0 έχει τουλάχιστον µια ρίζα χ0 στο διάστηµα (2,3) 

Όµως '( ) 1 0,xg x e−= − − <  οπότε η g είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση και η εξίσωση g(x) = 0     

µπορεί να έχει το πολύ µία ρίζα. 

Άρα η ρίζα χ0 της g(x) = 0  είναι µοναδική. 

       
Β3. Η f είναι συνεχής στο  R ως εκθετική και '(x) ( 2) ' 0.x xf e e− −= + = − <   

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα συνάρτηση, οπότε είναι 1-1.  

      

f (x) = y ⇔ e− x + 2 = y ⇔ e− x = y − 2 (µε y− 2 > 0 ⇔ y > 2)
− x = ln(y − 2)

x = − ln(y − 2)
 

Άρα:  

        
f −1(y) = − ln(y− 2)
ή f −1(x) = − ln(x − 2) D

f −1 = (2,+∞)
 

 
Β4. Πιθανή κατακόρυφη ασύµπτωτη η ε : χ=2 (για χ 2+→ ) αφού η 1f −  είναι συνεχής (ως   
      σύνθεση πολυωνυµικής µε λογαριθµική) στο (2, )+∞ . 

      lim
x→2+

f −1(x = lim
x→2+

− ln(x − 2)⎡⎣ ⎤⎦ = lim
u→0+

(− lnu)=
*

+∞ (αϕού lim
u→0+

lnu = −∞)  

       
    ∗   Θέτουµε χ-2=u >0  άρα  

2 2
lim lim( 2) 0
x x

u x
+ +→ →

= − =  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού η f είναι παραγωγίσιµη, τότε θα είναι και συνεχής, εποµένως πρέπει : 

             
2 1

1 1 1 1
lim ( ) lim ( ) f(1) lim( ) lim( ) 1

1 1 (1)
+ − + −

−

→ → → →
= = ⇔ + = + = + ⇔

⇔ + = + ⇔ =

x x

x x x x
f x f x x a e

a

β α

β α β
 

      Αφού η f είναι παραγωγίσιµη πρέπει   
1 1

( ) (1) ( ) (1)lim lim
1 1− +→ →

− −=
− −x x

f x f f x f
x x

 

      Έχουµε : 

       

2

1 1 1

( 1) ( 1)( ) (1) 1lim lim lim
1 1+ + +→ → →

+ −− + − −/ /= =
− −x x x

x xf x f x a a
x x 1−x

0
1 1 1(1) 0

*1 1 1 1

2

( ) (1) 1 1lim lim lim lim 1
1 1 1 1− − − −

− − −

→ → → →

=

− + − − + − − += = = = +
− − −

x x x

DLHx x x x

f x f e x a e ax a e a a
x x x

β
 

(*) 1

1
lim 1,

−

−

→
=x

x
e  άρα  ( )1

1
lim 1 0

−

−

→
+ − − =x

x
e xα α  

       Οπότε πρέπει :    1+α = 2 ⇔   α = 1      και β = 1 

 

Γ2. 
2

1

1, 1
( )

, 1−

⎧ + ≥
= ⎨

+ <⎩
x

x x
f x

e x x
 

για χ≥ 1 : 2'( ) (x 1) ' 2 0= + = >f x x   αφού 1 0≥ >x   άρα η f γνησίως αύξουσα στο [ )1,+∞  

για χ<1 : 1 1'( ) ( ) ' 1 0x xf x e x e− −= + = + >  άρα η f γνησίως αύξουσα στο ( ),1−∞  

ΑΡΑ (αφού είναι συνεχής στο 0 1x = )  η f είναι γνησίως αύξουσα στο R. 

 

Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο Α = R, το σύνολο τιµών της θα είναι : 

f (A) = lim
x→−∞

f (x), lim
x→+∞

f (x)( ) = (−∞,+∞) = R  

      διότι:   

Ø 1lim ( ) lim (e x)−

→−∞ →−∞
= + = −∞x

x x
f x   

                           1lim lim
∗

−

→−∞ →−∞
=−∞ = −∞x

x x
ύ e xαϕο και  

                    ( )∗  Θέτω x-1 = u:  lim lim ( 1) lim
→−∞ →−∞ →−∞

= − = = −∞
x x x

u x x  

                 Άρα 1lim lim 0−

→−∞ →−∞
= =x u

x u
e e    

Ø 2 2lim ( ) lim ( 1) lim
→+∞ →+∞ →+∞

= + = = +∞
x x x

f x x x  
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Γ3. i)   

• Για χ≥1 : 2( ) 1 0,f x x= + >  άρα η f δεν έχει ρίζα στο [ )1,+∞  

• Για χ < 1 : 1( ) xf x e x−= +   

η f είναι συνεχής στο [ ]1,0−  και 

           

2
2

2 2

1

1 1( 1) 1 1 0

1(0) 0

ef e
e e

f e
e

−

−

−− = − = − = <

= = >
 

Δηλαδή ( 1) (0) 0f f− ⋅ <  άρα, από θεώρηµα Βolzano, υπάρχει τουλάχιστον ένα  

0 ( 1,0)x ∈ −  ώστε 0( ) 0f x = . Η ρίζα 0x  είναι µοναδική , αφού η f είναι γνησίως αύξουσα 

στο Γ . 

ii)  2
0( ) ( ) 0 (2)f x x f x− ⋅ =  

      Έστω ότι η (2) έχει µία ρίζα 1 0( ).∈ +∞x x  Τότε  

     ( )2
1 0 1 1 1 0 1 1 0( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( ) 0 ( )− ⋅ = ⇔ ⋅ − = ⇔ = =f x x f x f x f x x f x ή f x x  

Ø Το 1( ) 0f x =  είναι άτοπο, αφού το 0x  είναι η µοναδική ρίζα της f(χ) = 0. 

Ø To 1 0( )f x x=  είναι επίσης άτοπο, διότι : 

- αν ( ]1 0 ,1x x∈  τότε  2
1 0 1 0( ) 1f x x x x= ⇔ + =  ΑΔΥΝΑΤΗ αφού 0 0x <  

- αν ( )1 1,x ∈ +∞  τότε 1 11 1
1 0 1 0 0 1( ) x xf x x e x x e x x− −= ⇔ + = ⇔ = −   

                                               ΑΔΥΝΑΤΗ αφού 0 1 0x x− <  

       ΑΡΑ , η εξίσωση (2) δεν έχει καµία ρίζα στο ( )0 , .x +∞  

Γ4. Για 1x ≥  :  2( ) 1y f x x= = +  
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Είναι (ΟΚ) = χ  και (ΚΜ) = y = 2 1x + .  

To εµβαδόν του M OK
Δ

 είναι : 

     2 31 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1)
2 2 2 2

MOK OK KM x x x x= ⋅ = + = +  

Έστω Ε(t) = 31 1( ) ( ), ( ) 1
2 2

x t x t x t+ ≥  

       23 1'( ) ( ) '( ) '( )
2 2

= ⋅ +E t x t x t x t  

Τη χρονική στιγµή 0t , είναι 0( ) 3x t =  και 0'( ) 2x t =  οπότε : 

      2 2
0 0 0 0

3 1 3 1'( ) ( ) '( ) '( ) 3 2 2 28 / .
2 2 2 2

E t x t x t x t ά όµον δες δευτερ λεπτο= ⋅ + = ⋅ ⋅ + ⋅ =  

 

ΘΕΜΑ Δ 

Πρέπει 2 2 2 0,x x− + >  που ισχύει για κάθε χ∈R  (Δ<0),  άρα Df = R  

Δ1. 2( ) ( 1) ln( 2 2)f x x x x ax β= − ⋅ − + + +  

      (1) 1 1 (1)f a β= ⇔ + =  

      (1) 1 (2)f = −  

      
2

2 2
2 2

1 ( 1)'( ) ln( 2 2) ( 1) (2 2) ln( 2 2) 2
2 2 2 2

xf x x x x x a x x a
x x x x

−= − + + − − + = − + + +
− + − +

 

      οπότε (2) ln1 0 1 1a a⇒ + + = − ⇔ = −  

      Άρα (1) 2β⇒ =  

Δ2.Για α =-1 και β = 2 : 2( ) ( 1) ln( 2 2) 2f x x x x x= − ⋅ − + − +    

f συνεχής στο Γ  (χ-1 και –χ+2 συνεχείς ως πολ/κες, 2ln( 2 2)x x− +  συνεχής ως σύνθεση 

πολ/κης µε λογαριθµική) 

2 2 2

1 1
( ) ( ) 2 ( 1) ln( 2 2)E f x x dx x x x dxΩ = + − = − ⋅ − +∫ ∫  

• για [ ]1,2x∈   : 1 2x≤ ≤  έχουµε χ-1 0≥  

• 2 2 22 2 2 1 1 ( 1) 1 1x x x x x− + = − + + = − + ≥   άρα  2ln( 2 2) 0x x− + ≥  

Εποµένως, 
2 22 2

1 1

1( ) ( 1) ln( 2 2) (2 2) ln( 2 2)
2

E x x x dx x x x dxΩ = − ⋅ − + = − ⋅ − +∫ ∫  

   Θέτουµε : 

    

2 2 2
(2 2)

1 1
2 2

= − +
= −

= ⇒ =
= ⇒ =

u x x
du x dx

x u
x u

για
για
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   Άρα  

  
[ ]( )

[ ]( )

2 2 22

11 1 1

2 2

11

1 1 1( ) lnu du (u) 'lnu du ln (ln ) '
2 2 2
1 1 1 1(2ln 2 ln1 1 ) 2ln 2 (2ln 2 1) ln 2 .
2 2 2 2

Ω = = = ⋅ − ⋅ =

= − − = − = − = −

∫ ∫ ∫

∫

E u u u u du

du u άτετρ µον δες
 

Δ3.  i)  Από Δ1 για α = - 1 έχουµε: 
2

2
2

(x 1)'( ) ln( 2 2) 2 1
2 2

f x x x
x x

−= − + + −
− +

 

Στο Δ2 αποδείχθηκε ότι 2ln( 2 2) 0x x− + ≥ . 

Επίσης , 
2

2

( 1)2 0
2 2

x
x x

− ≥
− +

 ( αφού 2 2 2 0x x− + >  και ( 1) 0x − ≥  για κάθε χ∈R  

Άρα έχουµε  
  
ln(x2 − 2x + 2) + 2 ⋅ (x −1)2

x2 − 2x + 2
≥ 0    ⇔ f '(x) ≥ −1  για κάθε χ∈R   

ii) 21 3( 1) ln( 2 2)
2 2

f λ λ λ λ λ⎛ ⎞+ + ≥ − ⋅ − + +⎜ ⎟⎝ ⎠
 

  ⇔ 21 1 ( 1) ln( 2 2) 2
2 2

f λ λ λ λ λ⎛ ⎞+ + ≥ − ⋅ − + − +⎜ ⎟⎝ ⎠
 

  ⇔ 1 1 ( )
2 2

f fλ λ⎛ ⎞+ + ≥⎜ ⎟⎝ ⎠
 που ισχύει για κάθε λ ∈R , διότι: 

• f συνεχής στο λ,λ + 1
2

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ∈R  (από Δ2) 

• f παραγωγίσιµη στο 
1,
2

λ λ⎛ ⎞+⎜ ⎟⎝ ⎠
 µε f’(x) 1≥ −  (από Δ3i) 

Άρα σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ξ
1,
2

λ λ⎡ ⎤∈ +⎢ ⎥⎣ ⎦
  τέτοιο ώστε:  

       

1 1( ) ( )
2 2'( ) 1 1
2 2

f f f f
f

λ λ λ λ
ξ

λ λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠= =
+ −

 

 Από Δ3 έχουµε '( ) 1f ξ ≥ −   ⇔  

f λ + 1
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− f (λ)

1
2

≥ −1 ⇔  
1 1( )
2 2

f fλ λ⎛ ⎞+ − ≥ −⎜ ⎟⎝ ⎠
 

                                          ⇔  
1 1 ( )
2 2

f fλ λ⎛ ⎞+ + ≥⎜ ⎟⎝ ⎠
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Δ4. g(x) = - x3 – x + 2 και   g΄(x) = -3x2 – 1 

Ελέγχουµε αν η (ε): y = - x + 2, που γνωρίζουµε από την εκφώνηση ότι η (ε) εφάπτεται στη Cf 

στο Α(1,1), εφάπτεται και στη Cg σε κάποιο σηµείο M(χ1, g(x1)). 

Η εφαπτοµένη της Cg στο Μ είναι: 

 y − g(x
1
) = ′g (x

1
)(x − x

1
) ⇔ y = ′g (x

1
)x + g(x

1
) − ′g (x

1
) ⋅ x

1
 

Έχουµε:    ′g (x
1
) = −1⇔ −3x

1
2 − 1= −1⇔ x

1
= 0  

        και   g(x1
) − ′g (x

1
) ⋅ x

1
= 2  που ισχύει για χ1=0 

Άρα η (ε): y = - x + 2 είναι κοινή εφαπτοµένη των Cf, Cg. 

Έστω ότι οι Cf, Cg  έχουν κι άλλη κοινή εφαπτοµένη στα σηµεία Μ(χ2,f(x2)) και Λ(χ3,g(x3)) 

αντίστοιχα. 

• Η εφαπτοµένη της Cf στο Μ είναι:  

(ε1):     y − f(x
2
) = f(x

2
)(x − x

2
) ⇔ y = ′f (x

2
)x + f(x

2
) − ′f (x

2
) ⋅ x

2
   (3) 

• Η εφαπτοµένη της Cg στο Λ είναι: 

(ε2):    y − g(x
3
) = ′g (x

3
)(x − x

3
) ⇔ y = ′g (x

3
)x + g(x

3
) − ′g (x

3
) ⋅ x

3
   (4) 

Για να έχουν κοινή εφαπτοµένη πρέπει  οι  (ε1) και (ε2) να ταυτίζονται, οπότε από (3), (4) 

έχουµε: 

        ′f (x
2
) = ′g (x

3
)         (5)  

και   f(x2
) − ′f (x

2
) ⋅ x

2
= ′g (x

3
)x + g(x

3
) − ′g (x

3
) ⋅ x

3
   (6) 

 

(5) ⇒  
 
ln(x

2
2 − 2x

2
+ 2) +

2(x
2
− 1)2

x
2
2 − 2x

2
+ 2

− 1= −3x
3
2 − 1=⇔ ln(x

2
2 − 2x

2
+ 2) +

2(x
2
− 1)2

x
2
2 − 2x

2
+ 2

= −3x
3
2  

Iσχύει µόνο για χ2=1 και χ3=0, διότι 
 
ln(x

2
2 − 2x

2
+ 2) +

2(x
2
− 1)2

x
2
2 − 2x

2
+ 2

≥ 0  από Δ3(i) µε την 

ισότητα να ισχύει µόνο για χ2=1, δηλαδή για το σηµείο Α(1,1) της Cf 

και  −3x
3
2 ≤ 0  µε την ισότητα να ισχύει µόνο για χ3=0, δηλαδή για το σηµείο Β(0,1) της Cg.  

Άρα η (ε): y = - x + 2 είναι η µοναδική κοινή εφαπτοµένη των Cf και Cg. 

 


