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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ΄ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ  

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ & 
ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ ΚΑΙ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗΣ  (11/06/2018) 

 
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. σελ. 99 σχολ. βιβλίου 

Α2. α. Ψ,  β. σελ. 35 σχολ. βιβλίου 

Α3. σελ. 216 σχολ.βιβλίου 

Α4. α) Λ    β) Λ      γ) Σ       δ) Σ      ε) Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 

2

4
f(x) x , x 0

x
= − ≠  

Β1. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ( ,0)−∞  και στο (0, )+∞  ως άθροισµα πολυωνυµικής 
και ρητής. 

( ) 4 3

8x 8
f ' x 1 1

x x
= + = +  

( ) 3
3

8
f ' x 0 1 0 x 8 x 2

x
= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ = −  

( ) ( )
3

3 3
3 3

8 8 x
f ' x 0 1 0 0 x 8 x 0

x x
+> ⇔ + > ⇔ > ⇔ + >  

                                                           x 0 x 2= = −  

 
χ −∞               -2                     0                +∞  

8 + χ3 −  + + 
χ3 −  −  + 

f΄(χ) + −  + 
 
άρα ο πίνακας µονοτονίας της f είναι ως εξής: 
 

χ −∞               -2                     0                +∞  
f΄(χ) + −  + 

f(x)  ↗   ↘   ↗  

 

Εποµένως, η f είναι γνησίως γνησίως στα −∞,−2( )  και 0,+∞( ) , γνησίως φθίνουσα στο −2,0( )  και 
παρουσιάζει τοπικό µέγιστο το f −2( ) = −3  στη θέση x

0
= −2 . 

 

Β2. ( )
2

6 4

8 3x 24
f '' x 0

x x
⋅= − = − <  

άρα η f είναι κοίλη στο ( ,0)−∞  και στο (0, )+∞  και δεν έχει σηµεία καµπής. 
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Β3. Κατακόρυφες ασύµπτωτες: 
 

• ( ) 2x 0 x 0

4
lim f x lim x

x+ +→ →

⎛ ⎞= − = −∞⎜ ⎟⎝ ⎠
 

αφού 
x 0
lim x 0

+→
=  και 

2x 0

4
lim

x+→

⎛ ⎞− = −∞⎜ ⎟⎝ ⎠
 

διότι 
2x 0

1
lim

x+→
= +∞  ( )2 2

x 0
lim x 0 και χ 0

+→
= >  

• ( ) 2x 0 x 0

4
lim f 0 lim x

x− −→ →

⎛ ⎞= − = −∞⎜ ⎟⎝ ⎠
 

Άρα η χ=0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της fC  

 
Πλάγιες/οριζόντιες ασύµπτωτες: 
 

( )
3x x

f x 4
lim lim 1 1

x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟⎝ ⎠
,  αφού 

3x

4
lim 0

x→+∞
=        Άρα  λ=1 

και ( )( ) 3x x

4
lim f x λx lim x x 0

x→+∞ →+∞

⎛ ⎞− = − − =⎜ ⎟⎝ ⎠
 δηλ. β=0 

Άρα η y=x ασύµπτωτη της fC  στο +∞  , όµοια και στο -∞ . 

 

Β4.  Είναι 
 
lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

x − 4

x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= +∞  και  

 
lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x − 4

x2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −∞  

Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα από τα ερωτήµατα Β1, Β2 και Β3 προκύπτει ο παρακάτω πίνακας 
µεταβολών: 
 
 

χ −∞               -2                     0                +∞  
f΄(χ) + −  + 

 ′′f (x)  −  −  −  

f(x) 

 

                    -3 

                     

 

−∞                                 −∞  

              +∞  
 
 
 
 
−∞  

 
 
Οπότε η γραφική παράσταση της f φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Αφού χ (m) είναι περίµετρος του τετραγώνου, είναι 
x

α (m)
4

=  η πλευρά του, µε 0 x 8< < .  

Οπότε το εµβαδόν του τετραγώνου θα είναι:  
2

2
1

x
E α

16
= =  m2 

Η περίµετρος του κύκλου είναι 8-χ, άρα 
8 χ

2πρ 8 χ ρ
2π
−= − ⇔ =  

Άρα το εµβαδόν του κύκλου θα είναι: 

2
2

2

π8 χ
Ε πρ π

2π
−⎛ ⎞= = ⋅ =⎜ ⎟⎝ ⎠

( )2
2

8 χ

4π

⋅ − ( )28 χ

4π

−
=   

και έτσι το άθροισµα των εµβαδών τους είναι: 

( ) ( ) ( )2 222

1 2

8 χ πχ 4 8 χχ
Ε χ Ε Ε

16 4π 16π

− + −
= + = + = =

( )2 2πχ 4 64 16χ χ

16π

+ ⋅ − +
= =  

( ) ( )
22 2 π 4 χ 64χ 256πχ 256 64χ 4χ

, χ 0,8
16π 16π

+ − ++ − += = ∈  
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Γ2. ( ) ( ) ( )1
Ε ' χ 2 π 4 χ 64 , χ 0,8

16π
⎡ ⎤= ⋅ + − ∈⎣ ⎦  

( ) ( )

( ) ( )

32
Ε ' χ 0 2 π 4 χ 64 0 χ

π 4
32

Ε ' χ 0 2 π 4 χ 64 χ
π 4

= ⇔ + ⋅ − = ⇔ =
+

> ⇔ + > ⇔ >
+

 

 

χ 
−∞               

32
π + 4

                 +∞  

 ′E (x)  −  + 

 E(x)   ↘   ↗  

                                                                              Ο.Ε. 

Άρα το Ε(χ) ελαχιστοποιείται όταν 
32

χ
π 4

=
+

 

Τότε 

32
8π 4α (m)

4 π 4
+= =

+
 και η διάµετρος του κύκλου είναι 

δ 2ρ 2= =

32
8

π 4
2

−
+⋅

( )
( )

8 π 4 32 8π 32
π π 4π

+ − += =
⋅ +

32−
( )

8
α

π π 4 π 4
= =

⋅ + +
  

 

Γ3. Αρκεί να δείξουµε ότι η εξίσωση Ε(χ)=5 έχει µοναδική λύση στο (0,8). 
 
Η Ε(χ) είναι συνεχής στο (0,8) ως πολυωνυµική. 

x 0

256 16
lim E(x) 5

16π π+→
= = >   και  

 

2

22

32 32
(π 4) 64 256

π 432 32 64 32 256(π 4) 256π 16(π 4)Ε
π 4 16π 16π(π 4) 16π(π 4) π 4

+ − +
+ − ⋅ + +⎛ ⎞ += = = =⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

 < 5 

Άρα στο διάστηµα Α
32

0,
π 4

⎛ ⎤= ⎜ ⎥+⎝ ⎦
 η συνάρτηση Ε παίρνει την τιµή 5 ακριβώς 1 φορά (αφού η E 

είναι γνησίως φθίνουσα) 

Επίσης, 
x 8

(π 4)64 64 8 256
lim E(x) 4 5

16π−→

+ − ⋅ += = <  

Άρα στο διάστηµα Α
32

, 8
π 4

⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 η συνάρτηση Ε δεν παίρνει την τιµή 5. 

Έτσι, συνολικά έχουµε ότι υπάρχει µοναδικό χ (άρα και µοναδικός τρόπος να κόψουµε το σύρµα) 

ώστε Ε(χ)=5 m2 
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ΘΕΜΑ Δ 

f x( ) = 2ex−α − x2, x ∈R, α > 1 

Δ1. ( ) x αf ' x 2e 2x−= −  

      ′′f x( ) = 2ex−α − 2  

      ′′f x( ) = 0 ⇔ 2ex−α − 2 = 0 ⇔ 2ex−α = 2⇔ ex−α = 1⇔ x − α = 0 ⇔ x = α  

      f '' x( ) > 0 ⇔ 2ex−α − 2 > 0 ⇔ ex−α > 1⇔ x − α > 0 ⇔ x > α  

 

 

 

 

 

 

Άρα η f έχει µοναδικό σηµείο καµπής το ( )( )A α,f α  δηλ. ( )2A α,2 α−  

Δ2. ( ) x αf ' x 2e 2x−= −  
 

f΄ συνεχής στο [0,α] 

′f α( ) = 2 − 2α = 2 1− α( ) < 0 αφού α>1 

′f 0( ) = 2e−α = 2
eα

> 0  

Από θεώρηµα Bolzano, υπάρχει ( )1x 0,α∈  τέτοιο ώστε ( )1f ' x 0=  

Επίσης, στο ( ),α−∞  έχουµε  f΄΄(x) < 0   άρα η f΄ είναι γν. φθίνουσα.  

Έτσι, το 1x  είναι µοναδική λύση, και έχουµε: 

• για ( ) ( ) ( )
f '

1 1x x f ' x f ' x f ' x 0
↓

< ⇔ > ⇔ >  

• για ( ) ( ) ( )
f '

1 1x x f ' x f ' x f ' x 0
↓

> ⇔ < ⇔ <  

 

f΄ συνεχής στο [α,2α] 

( ) ( )f ' α 2 1 α 0= − <  

( ) ( )2α α α αf ' 2α 2e 4α 2e 4α 2 e 2α 0−= − = − = − >   (*) 

Από Θεώρηµα Bolzano, υπάρχει ( )2x α,2α∈   τέτοιο ώστε ( )2f ' x 0=  

Επίσης, στο ( )α,+∞  η ( )f '' x 0>  άρα η f΄ είναι γν. φθίνουσα.  

x 

 ′′f (x)  
΄(x) 

 f(x)  

−∞  +∞  α 

+ – 

Σ.Κ. 
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Έτσι, το 2x  είναι µοναδική λύση, και έχουµε: 

για ( ) ( ) ( )
f '

2 2x x f ' x f ' x f ' x 0
↑

< ⇔ < ⇔ <  

για ( ) ( ) ( )
f '

2 2x x f ' x f ' x f ' x 0
↑

> ⇔ > ⇔ >  

 

χ −∞              x1
                           α                   χ2           +∞     

 ′f (x)  + −  −  + 

 f(x)   ↗   ↘   ↘   ↗  

                                                        Τ.Μ.                                   Τ.Ε. 

 

Έτσι, προκύπτει ότι υπάρχουν µοναδικά x
1
,x

2
∈R  µε 1 2x x<  ώστε η f να παρουσιάζει τοπικό 

µέγιστο στο 1x  και τοπικό ελάχιστο στο 2x . 

 

(*) Έστω η συνάρτηση h(x) = ex – 2x, x>1.  Είναι  h΄(χ) = ex – 2 

για χ>1 είναι ex > e ⇔  ex – 2 > e – 2 ⇔  ex – 2 > 0   

άρα h΄(χ) > 0 οπότε η h είναι γν, αύξουσα, έτσι για χ>1 είναι h(x) > h(1) = e – 2 > 0 

 

Δ3. Έστω ότι η εξίσωση ( ) ( )f x f 1=  έχει λύση ( )0 2x α,x∈  

Τότε ( ) ( ) ( )0f x f 1 1=  

Επειδή η f είναι γν. φθίνουσα στο ( )2α,x  είναι και 1-1, άρα η ( ) 01 x 1⇒ =  

Άτοπο, αφού ( )0 2x α,x∈  και α>1 

Δ4. Για α=2: 

( ) x 2 2f x 2e x−= −  

( ) x 2f ' x 2e 2x−= −  και  

( )
( )

f 2 2 4 2

f ' 2 2 4 2

= − = −

= − = −
 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της fC  στο ( )( )2,f 2  είναι: 

                     

( ) ( ) ( )
( )

y f 2 f ' 2 x 2

y 2 2 x 2

y 2x 2

− = ⋅ −

+ = − −
= − +

 

Από το Δ1 έχουµε ότι στο χ=2 η fC  έχει σηµείο καµπής και για x 2,3∈ ⎡ ⎤⎣ ⎦  η fC  είναι κυρτή.  

Άρα στο 2,3⎡ ⎤⎣ ⎦  έχουµε: 
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( )f x 2x 2≥ − +  

( ) ( )f x x 2 2x 2 x 2− ≥ − + −  

µε την ισότητα να ισχύει µόνο για χ=2.  

Άρα ( ) ( )3 3

2 2
f(x) x 2dx 2x 2 x 2dx A⋅ − > − + ⋅ −∫ ∫  

Έστω ( )3

2
I 2x 2 x 2dx= − + −∫  

θέτουµε:u x 2 x u 2= − ⇔ = +  άρα dx du=  

Για χ=2 έχουµε u=0 

Για χ=3 έχουµε u=1 

Άρα    ( )( ) ( )
1

1 1
2

0 0
I 2 u 2 2 u du 2u 2 u du= − ⋅ + + ⋅ = − − ⋅ =∫ ∫  

1
5 3

3 1 2 21
2 2

0

0

u u
2 u 2 u du 2 2

5 3
2 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞

= − ⋅ − ⋅ = − −⎜ ⎟ ⎢ ⎥
⎝ ⎠ ⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫
4 4 32
5 3 5

= − − = −   

Οπότε (Α) ⇒ f x( ) ⋅ x − 2 dx > − 32

152

3

∫   

 

 

 

 


