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ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ Α 

Α1. σελ. 135 

Α2. α. ΨΕΥΔΗΣ,      β. σελ. 99  

Α3. σελ. 73 

Α4. α) Λ    β) Σ      γ) Λ       δ) Σ      ε) Σ 

 
ΘΕΜΑ Β 

( )f x lnx=  με ( )fD 0,= +∞  

( ) x
g x

1 x
=

−
 με { }gD 1= −  

Β1.  ( ){ }f g g fD x D /g x D° = ∈ ∈
x

x 1 / 0
1 x

 = ≠ > = 
− 

 

              ( ){ }x 1/ x 1 x 0= ≠ − >  ( ){ } ( )x 1/ x 0,1 0,1= ≠ ∈ =  

και ( ) ( ) ( )( ) x
f g x f g x ln

1 x
= =

−
  

B2.  ( ) x
h x ln

1 x
=

−
 με ( )x 0,1∈  

Η h είναι παραγωγίσιμη (άρα και συνεχής), ως σύνθεση των παραγωγίσιμων συναρτήσεων 

( ) x
g x

1 x
=

−
 (ρητή) και ( )f x lnx=  (λογαριθμική), με    ( ) x 1 x

h ' x ln
x1 x 1 x

1 x

′ ′   = = ⋅ =   − −   
−

 

                                                       
( )

( )2
1 x x 11 x 1 x

x 1 x

− − ⋅ −− −
= ⋅ =

− ( ) 2

1
x 1 x

⋅
− ( )

1
0

x 1 x
= >

−
 

                                                                                  διότι ( )x 0,1∈ , οπότε χ>0 και 1-χ>0 

Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα, οπότε και 1-1 (δηλαδή αντιστρέφεται). 

( ) x
h x y ln y

1 x
= ⇔ =

−
yx

e
1 x

⇔ =
−

⇔  

             ( ) y y y y yx 1 x e x e xe x x e e⇔ = − ⋅ ⇔ = − ⇔ + ⋅ = ⇔  

             ( )
y

y y
y

e
x 1 e e x

1 e
⇔ + = ⇔ =

+
,      αφού y1 e 0+ ≠  για κάθε y∈  

Πρέπει 0<χ<1⇔
y

y

e
0 1

1 e
< <

+
, που ισχύει για κάθε y∈  

Επομένως, ( )
x

1
x

e
h x

1 e
− =

+
 με 1h

D − =   
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Β3. ( )
x

x

e
φ χ , x

e 1
= ∈

+
  

Η συνάρτηση φ είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων ( xe : εκθετική, 
xe +1 άθροισμα εκθετικής και σταθερής), με 

                          ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x x x x 2x x 2x x

2 2 2x x x

e e 1 e e e e e e
φ' χ 0

e 1 e 1 e 1

⋅ + − ⋅ + −
= = = >

+ + +
 

Άρα η φ είναι γνησίως αύξουσα στο   και δεν έχει ακρότατα. 

Η φ΄ είναι παραγωγίσιμη, ως πηλίκο παραγωγίσιμων, με  

( ) ( ) ( )
( )

2x x x x x

4x

e e 1 e 2 e 1 e
φ'' χ

e 1

⋅ + − ⋅ + ⋅
=

+

( ) ( )
( ) ( )

x x x 2x 2x x 2x

4 3x x

e 1 e e 1 2e e e 2e

e 1 e 1

 + ⋅ ⋅ + − + − = = =
+ +

 

          
( )

( )
( )

x xx 2x

3 3x x

e 1 ee e

e 1 e 1

⋅ −−
= =

+ +
 

( )
( )

x x

x

φ'' χ 0 1 e 0 e 1 χ 0

φ'' χ 0 1 e 0 χ 0

= ⇔ − = ⇔ = ⇔ =

> ⇔ − > ⇔ <
,      αφού xe >0 και ( )3xe 1 0+ >  για κάθε x∈  

χ -       0        +  
( )′′φ χ  + − 

(x)ϕ    

             Σ.K. 
Η φ είναι κυρτή στο ( ,0−∞  , κοίλη στο )0,+∞ και έχει σημείο καμπής το Α ( )( )0,φ 0  δηλ.  το 

1
Α 0,

2
 
 
 

. 

 
Β4.   

• ( )
x

xx x

e
lim φ χ lim 0

e 1→−∞ →−∞
= =

+
,  διότι x

x
lim e 0
→−∞

=  και ( )x

x
lim e 1 0 1 1
→−∞

+ = + =  

 Οπότε η fC  έχει οριζόντια ασύμπτωτη την y=0 (άξονας χ΄χ) στο −∞  

• ( ) ( )
( )

xx x

x xDLHx x x xx

ee e
lim φ χ lim lim lim 1

e 1 ee 1

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

′
= = = =

+ ′+
 οπότε η fC  έχει οριζόντια ασύμπτωτη την 

y=1 στο +∞ . 
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ΘΕΜΑ Γ 

Η συνάρτηση ( )f x ημχ, χ 0,π= − ∈      είναι παραγωγίσιμη ως τριγωνομετρική, με  

( ) ( )f ' x ημχ ' συνχ= − = −  

Γ1. Έστω Μ ( )( )0 0χ ,f x  σημείο της fC  στο οποίο δέχεται εφαπτομένη που διέρχεται από το σημείο 

Α π π
,

2 2
 − 
 

. Η εξίσωση εφαπτομένης είναι: 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0ε : y f x f ' x x x y ημχ συνχ χ χ− = ⋅ − ⇔ − = − ⋅ −  

( ) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

π π π π
A , ε : ημχ συνχ χ

2 2 2 2
π π π π

ημχ συνχ χ συνχ συνχ χ ημχ 0
2 2 2 2

   − ∈ − + = − ⋅ − ⇔   
   

 ⇔ − + = − + ⋅ ⇔ − + − = 
 

 

Θεωρώ ( ) π π
g x συνχ χ ημχ

2 2
 = − + − 
 

.  Η g συνεχής στο [0,π]. 

( )g 0 0=  και ( )g π 0=  

( ) π π
g' x ημχ χ συνχ συνχ ημχ χ

2 2
   = − − − + = − −   
   

 

Για π
x 0,

2
 ∈  
 

 είναι: ( )g ' x 0<  

Για π
x ,π

2
 ∈  
 

 είναι: ( )g ' x 0>  

Δηλαδή η g είναι γνησίως φθίνουσα για κάθε π
x 0,

2
 ∈  
 

, γνησίως αύξουσα για κάθε π
x ,π

2
 ∈  
 

 

και  π
g' 0

2
  = 
 

, οπότε έχει ελάχιστο στο 
π
2

 και μέγιστο 0 στο 0 και στο π. 

Άρα η g δεν έχει μοναδικές λύσεις τις χ=0 και χ=π.  

Η εφαπτομένη της Cf στο 0 είναι: 

( ) ( ) ( )1ε : y f 0 f ' 0 x 0 y 0 1 x y x− = ⋅ − ⇔ − = − ⋅ ⇔ = −  

Η εφαπτομένη της Cf στο π είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )2ε : y f π f ' π x π y 0 1 x π y x π− = ⋅ − ⇔ − = ⋅ − ⇔ = −  
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Γ2. 

 

 
 

Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη Cf και τον άξονα x΄χ είναι:  

( )( )π π π

2 00 0
E f x dx ημχdx συνχ= − = = − =  ∫ ∫  τ.μον. 

Η 1ε  τέμνει τον χ’χ στο 0(0,0) και η 2ε  τέμνει τον χ΄χ στο Β(π,0).  

Το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ είναι  (ΟΑΒ)=
2

ππOB υ π2
2 2 4

⋅⋅
= =  

Άρα   τ. μον. 

Συνεπώς   

2

2
1

2

π 2Ε π4 1
E 2 8

−
= = −  

Γ3.  
( )

( )x π x π

f x x ημχ χ
lim lim L

f x x π ημχ χ π→ →

+ − +
= =

− + − − +
 

Είναι ( )
x π
lim ημχ χ ημχ π π 0
→

− + = − + = >     και    ( )
x π
lim ημχ χ π ημχ π π 0
→

− − + = − − + =  

Έστω ( )g x ημχ χ π,= − − + συνεχής στο 0,π    

( ) ( )g ' x συνχ 1 συνχ 1= − − = − +   0 

           διότι:     άρα   συνχ 1 0− − ≤  

Επομένως η g είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,π] 

Οπότε: 0 x π≤ ≤ ( ) ( ) ( ) ( )g 0 g x g π π g x 0⇒ ≥ ≥ ⇒ ≥ ≥  

Άρα 
( )x π x π

1 1
lim lim

ημχ χ π g x→ →
= = +∞

− − +
   

Συνεπώς L = +∞  



 

 5 

Γ4.  Η συνάρτηση f είναι κυρτή στο [0,π], αφού  για χ [0,π]. Έτσι, η γραφική 

παράσταση της f βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένης της, άρα από Γ2 έχουμε: 

( )f x x π≥ −   για κάθε χ [0,π] 

και η ισότητα ισχύει για χ=π. 

Για χ>0 έχουμε:  
( )f x π

1
x χ

≥ − , και η ισότητα ισχύει μόνο για χ=π,  

οπότε για x 1,e∈     έχουμε: 
( )f x π

1
x χ

> −  άρα 
( )e e

1 1

f x π
dx 1 dx

x χ
 > − 
 ∫ ∫  = 

                                                                                            

 
ΘΕΜΑ Δ 

( ) )3 4

x

x , x 1,0
f x

e ημχ, χ 0,π

 ∈ − = 
⋅ ∈    

 

Δ1. Για )χ 1,0∈ − :  η ( ) 3 4f x x=  είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών 

      Για (x 0,π∈  :  η ( ) xf χ e ημχ= ⋅  είναι συνεχής ως γινόμενο συνεχών 

     ( ) 3 4

x 0 x 0
lim f x lim x 0

− −→ →
= = ,   ( ) ( )x 0

x 0 x 0
lim f x lim e ημχ e ημ0 0

+ +→ →
= ⋅ = ⋅ =  

     ( ) 0f 0 e ημ0 0= ⋅ =  

      Δηλαδή ( ) ( )
x 0
limf χ f 0 ,
→

=  άρα η f συνεχής στο 0x 0=  οπότε η f συνεχής στο 1,π    

Για χ (0,π]∈ :   ( ) x xf ' x e ημχ e συνχ= + ⋅  

( ) ( )xf ' x 0 e ημχ συνχ 0= ⇔ + = ημχ συνχ 0⇔ + = ,         αφού xe >0 

                         π
συνχ ημχ συνχ συν χ

2
 ⇔ = − ⇔ = + 
 

 

Άρα π
x 2κπ χ

2
= + +     ή     π

x 2κπ χ
2

= − −    

        ΑΔΥΝΑΤΗ                    
π

2χ 2κπ
2

= −  

                                            π
x κπ

4
= −  

π π 5π 1 5
0 χ π 0 κπ π κπ κ

4 4 4 4 4
< ≤ ⇔ < − ≤ ⇔ < ≤ ⇔ < ≤  

                    και κ∈  άρα κ=1, οπότε π 3π
χ π

4 4
= − =  

Για )χ 1,0∈ − :  ( ) ( )
4 4

3 3f x x x= = − ,  αφού χ<0 

              οπότε ( ) ( )
1

334 4
f ' x x x 0

3 3
= − ⋅ − = − ⋅ − <  



 

 6 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 1

3 3 34

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x x xx 0
lim lim lim lim

x 0 x 0 x x− − − −→ → → →

− − − ⋅ −−
= = =

− −
( )( )1

3

x 0
lim x 0

−→
= − − =  

( ) ( ) x
x

x 0 x 0 x 0

f x f 0 e ημχ ημχ
lim lim lim e

x 0 χ χ+ + +→ → →

− ⋅  = =  −  
=1,  αφού x 0

x 0
lim e e 1

+→
= =  και 

x 0

ημχ
lim 1

χ+→
=  

Άρα δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0=  

Άρα, η συνάρτηση f έχει 2 κρίσιμα σημεία: το 1

3π
x ,

4
=  στο οποίο ( )1f ' x 0=  

και το 2x 0,=  στο οποίο η f δεν παραγωγίζεται. 

Δ2. Από το ερώτημα Δ1 προκύπτουν τα παρακάτω: 

      

• για ) ( ) 34
x 1,0 : f ' x x 0

3
∈ − = − ⋅ − <  άρα η f είναιι γνησίως φθίνουσα 

• για ( ) ( ) 3π
x 0,π : f ' x 0 x

4
∈ = ⇔ =  

- στο 3π
0,

4
 
 
 

 η ( )f ' x  συνεχής και δε μηδενίζεται, άρα διατηρεί πρόσημο.  

Αφού 
π π
2 2π π π

f ' e ημ συν e 0
2 2 2

   = + = >   
   

 έχουμε ( )f ' x 0>  στο 3π
0,

4
 
 
 

 

- στο ( ) π3π
,π : f ' π e 0

4
  = − <  

 

Άρα η f έχει: 

- τοπικό μέγιστο στο -1 το ( )f 1 1− =  

- τοπικό ελάχιστο στο 0 το ( )f 0 0=  

- τοπικό μέγιστο στο 3π
4

 το 
3π 3π
4 43π 3π 2

f e ημ e
4 4 2

  = ⋅ = 
 

 

- τοπικό ελάχιστο στο π το ( ) πf π e ημπ 0= ⋅ =  

Σύνολο τιμών: 

στο [-1,0] η f είναι γν. φθίνουσα και συνεχής, άρα ( ) ( ) ( )f 1,0 f 0 ,f 1 0,1 − = − =         

στο 3π
0,

4
 
  

 η f είναι γν. αύξουσα και συνεχής, άρα ( )
3π
43π 3π 2

f 0, f 0 ,f 0, e
4 4 2

       = =                 
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στο 3π
,π

4
 
  

 η f είναι γν. φθίνουσα και συνεχής, άρα ( )
3π
43π 3π 2

f ,π f π ,f 0, e
4 4 2

       = =                 
 

είναι 
3π 3π
4 42

e 1 2e 2
2

> ⇔ >
43π

4 3π 3π42e 2 4e 16 e 4, ισχύει
 

⇔ > ⇔ > ⇔ > 
 

 

Άρα το σύνολο τιμών της f είναι  
3π 3π
4 42 2

0,1 0, e 0, e
2 2

   
∪ =      
      

 

Δ3. ( ) 5xg x e ,x= ∈  

( ) ( ) ( )π π x 5x

0 0
E Ω f x g x dx e ημχ e dx= − = ⋅ −∫ ∫

π x 4x

0
e ημχ e dx= ⋅ −∫  

Έστω  ( ) 4xh x ημχ e= − , χ∈[0,π] 

( ) 4xh ' x συνχ 4e 0= − <  

διότι: 1 συνχ 1− ≤ ≤  

και 4x 4x 4xχ 0 4χ 0 e 1 4e 4 4e 4≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ − ≤ −  

άρα: συνχ 1≤  και 4x4e 4− ≤ − , οπότε 4xσυνχ 4e 3 0− ≤ − <  

οπότε: ( ) ( )π x 4x

0
E Ω e e ημχ dx= ⋅ −∫ ( )π π π5x x 5x x

0 0 0
e e ημχ dx e dx e ημχdx= − ⋅ = −∫ ∫ ∫

π5x

1
0

e
Ι

5
 

= − 
 

   

όπου 
π x

1 0
Ι e ημχdx= ⋅∫  

( )π ππx x x
1 0 0 0
I e ημχdx e ημχ e συνχdx′  = = ⋅ − ⋅ = ∫ ∫  

   ( )ππx x

0 0
0 e συνχ e ημχ dx = − ⋅ + ⋅ −  ∫ π 0

1e συνπ e συν0 Ι= − ⋅ + ⋅ −  

άρα 
π

π
1 1

e 1
2Ι e 1 I

2
+

= + ⇔ =   

οπότε: ( )
π5x π

0

e e 1
E Ω

5 2
  +

= − 
 

5π πe 1 e 1
5 5 2

+
= − −  τετρ.μονάδες 

Δ4. ( ) ( )
3π 3π 24 416e f χ e 4x 3π 8 2

− −
− − =  

      

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

3π2 4

3π2
4

2

16f x 4x 3π 8 2 e

4x 3π 2e
f χ

16 2
4x 3π 3π

f x f 1
16 4

⇔ − − = ⋅

−
⇔ − =

−  ⇔ = +  
 

 

Προφανής λύση της (1) το 0

3π
x ,

4
=  αφού:  

2
3π4 3π

3π 3π4f f
4 16 4

 ⋅ −     = +   
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                                                                3π 3π
f 0 f

4 4
   = +   
   

 ισχύει 

Έστω ότι η (1) έχει και δεύτερη λύση 1

3π
χ

4
≠  τότε θα πρέπει: 

( ) ( )21
1

4x 3π 3π
f x f

16 4

−  = +  
 

 

Όμως 
( )214χ 3π

0
16
−

> , οπότε θα ισχύει ( )1f x
3π

f
4

 >  
 

  που είναι ΑΤΟΠΟ, διότι το 3π
f

4
 
 
 

 είναι το 

μέγιστο της f. 
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